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Do opanowania powyzszych zagadnien bedzie niezbedna
wiedza z MATEMATYKI.



MODEL MATEMATYCZNY

Model pajeczyny



Podstawowe zagadnienia z ekonomii matematycznej

Ekonomia matematyczna zajmuje sie matematycznym
opisem zjawisk ekonomicznych. Opis ten nosi nazwe
modelu matematycznego.

Model matematyczny: roéwnanie badz uklad rownan
opisujacy zaleznoSci miedzy zmiennymi ekonomicznymi.

Skladnikami modelu s3:

» zmienne,
> parametry. tworzace rownanie modelu



Przyktad modelu matematycznego:

P =aK*LP
P — produkcja,
K —naktady kapitatu,

L — naktady pracy,
a, a, B — parametry modelu.

Jest to tzw. model deterministyczny.



Przyktad modelu ekonometrycznego:

Pi = aKiO‘LiB %

P. — produkcja,

K; —naktady kapitatu,

L; — naktady pracy,

a, o, 3— parametry modelu,

e - stala matematyczna,

€ — sktadnik losowy modelu.



Rodzaje rownan modelu matematycznego:

* behawioralne

* rownowagi

* definicyjne



Przyktad modelu: model pajeczyny

r-nie popytu: D, = D(P ) =a—ak,
r-nie podazy: S S( ) ﬁ + bP

warunek réwnowagi: Dt =S

gdzie:

D, — oznacza wielkos¢ popytu w okresie t,
S; — wielkos¢ podazy w okresie t,

P — cen¢ w odpowiednim czasie,
natomiast «, £, a oraz b sa dodatnimi parametrami modelu.



Skladniki modelu pajeczyny:
» zmienne:

»> parametry:

Rownania modelu pajeczyny:
v'behawioralne:

v'rownowagi:
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- (t) - ilo§¢ wody w momencie t



- (t n At)— - (t) ilos¢ wody, ktora wplynela

w okresie od t do t+At

F (t T At)_ F (t) szybko$¢ wplywu wody w
At okresie od t do t+At

f (t) szybkos¢ wplywu
o wody w momencie t



F (t T At)_ - (t)_ f (t) gestosC przeplywu

wody w momencie t

ilos¢ wody, ktora wplynela w czasie od t, do t;
tl

F(t,)-F(t,)= | f(s)as
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Przyklady:

strumien inwestycji I(t), zas6b kapitalu K(t)
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TEORIA POPYTU KONSUMENTA

Pole preferencji konsumenta



Rozpatrujemy rynek towarow Kkonsumpcyjnych, na
ktorym mozna Kupi¢ n roznych towarow.
Koszykiem towarow nazywamy nieujemny wektor postaci:

X = (X%, 00, X |

Zbior dostepnych koszykow 3 — Rf nazywamy
przestrzenia towarow.

Konsument potrafi porownaé¢ dwa dowolne koszyki I
stwierdzi¢, ze sa one jednakowo dobre lub tez, ktory
jest dla niego lepszy, a ktory gorszy, czyli zna swoja
relacje preferencii.



RELACJA SILNEJ PREFERENCJI
X <Yoznacza, ze koszyk X jest gorszy od koszyka Yy

Inaczej: koszyk Y jest silnie preferowany nad koszyk X
koszyk VY jest lepszy od koszyka X

RELACJA INDYFERENCJI

X ~ Yy oznacza, ze koszyki x i1 y sq jednakowo dobre (obojetne)

Inaczej: koszyki x 1y sa indyferentne (réownowazne)

RELACJA (SLABEJ) PREFERENCJI
X<y X<YyVX~Y
X < yo0znacza, ze koszyk Y jest nie gorszy od koszyka X
Inaczej: koszyk Y jest stabo preferowany nad koszyk X
koszyk X jest nie lepszy od koszyka Yy



Wilasnosci relacji silnej preferencji:

N [(x<yry=<z)=>x<7]

» przechodnios¢ ~
X,Y,ZEJ

Wilasnosci relacji indyferencji:

[x~x]

> ZWrotnosc¢ ~
xcJ

> symetryczno$¢ /\N(X ~y)=(y ~x)
X,ye3

» przechodniosé¢ /\ [(X ~YVAY ~ Z) —=> X~ Z]
X,Y,ZES
Wiasnosci relacji (stabej) preferencji:

> zupelmosé¢  /\ [xXyvyXx]

X,yEI

» przechodnio$é /\ Cy[(X <YyAy = Z) =X = Z]
X,y,ZEJ



Dla dowolnych dwach koszykow X, Y €3 zachodzi:

a) X<YyVy<XVvX~y
) x~y<[x2yay=Xx|
) x=<y<(xXya—(y=Xx))
Przestrzen towarow 3 (@ #3C R ] ze zdefiniowana na

tej przestrzeni relacja preferencji < nazywamy polem
preferencji konsumenta I oznaczamy (32)



Krzywa (obszarem) obojetnosci wzgledem danego koszyka
Ze3J nazywamy zbior wszystkich koszykéw nalezacych do
przestrzeni 3 indyferentnych z koszykiem z, czyli

K,={xeJ:x~z]

Wiasnosci krzywych obojetnosci:
1) xeK,=>K, =K,

2) XedInxegK,=>K,NnK, =

3) xXedInxg¢K, >Z2<XVvX<Z



Geometryczna ilustracja relacji preferencji

Rozpatrzmy rynek, na ktorym handluje si¢ dwoma towarami 1
zatdozmy, ze I = RE .




Przyktad

Przedstaw 1lustracje geometryczng krzywych
obojetnosci w przypadku, gdy

S:R_%_ oraz X?Y@Xl + Xy Syl + V9,
gdzie x =[x, %] y=[y.,]
Wowczas relacje indyferencji okreslamy nastepujaco:

X~YySX<SYAY <X



Niech z=[1,3]

KZ:[1,3] = {X cJ:x~ Z} :{X = [xl,xz] e J: [xl,x2]~ [1’3]}

X2

4 -

3 4—0Z

P

1 -

ol 1 2 3 4 X, »



Relacja preferencji jest ciagla na przestrzeni towarow I
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych keszykéw a, De 3
zbior {xe J:x<a} wszystkich koszykéw gorszych od a
oraz zbiér {x e J:b <x} wszystkich koszykéw lepszych
od b sa zbiorami otwartymi w 3.

MATEMATYKA
Zbior A nazywamy zbiorem otwartym, jesli dla kazdego
elementu zbioru A istnieje otoczenie tego zbioru.

Zaden punkt brzegowy zbioru otwartego nie jest
elementem tego zbioru.

—)—

Zbidr nie jest otwarty

Zbi6r otwarty



Definicja: Pole preferencji  (J,%) jest stabo wypukle:

1) przestrzen towarow 3 jest zbiorem wypuklym;
2) dla dowolnego koszyka be3 zbiorQ(b)={x € I :b X x}
wszystkich koszykow nie gorszych od D jest wypukly.

Zbior W nazywamy wypuklym, jesli dla dowolnych dwéch
punktow nalezacych do zbioru W odcinek laczacy te
punkty w calo$ci nalezy do zbioru W.

Zbidr wypu Zbidr nie jest wypu



Odcinkiem laczacym koszyki X 1 y w przestrzeni R_’f jest
zbior {Z ceR!':z=ax+(l-a)yra e <O,1>}

Stad warunek 2 definicji slabej wypuklosci mozna

zastapi¢: A\ /\ (x?y:x?ax+(l—05)3’)
x,ye3 ae(0,1)

Jesli konsument Kkierujacy sie slabo wypukla relacja
preferencji uzna, ze koszyk Y jest nie gorszy od koszyka X,
to kazdy koszyk z odcinka laczacego X z Y jest nie gorszy
od koszyka X.



Definicja: Pole preferencji (S?) jest silnie wypukle:
v (SR) jest stabo wypukle
VA NEVAN xXyrxzy=x<ox+(1-a)y]

x,ye3 ae(0,1)

Jesli konsument Kkierujacy sie silnie wypukla relacja
preferencji uzna, ze koszyk Y jest nie gorszy od koszyka X,
to kazdy koszyk z odcinka laczacego X z Y (bez koncow)
jest lepszy od koszyka X.



PRZYKLAD POLA PREFERENCJI SLABO
WYPUKLEGO, A TAKZE SILNIE WYPUKLEGO

\\\\\ Zbior koszykow nie

szykd
gorszych od koszyka X
(X)
I<X
>
Xl

DSANN




LA PRE
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

D

FERENCJ
zb10r koszykow nie gorszych
d koszyka X czyli Q(X)
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PRZYKEAD POLA PREFERENCJI, KTORE NIE JEST
ANI SELABO WYPUKLE, ANI SILNIE WYPUKLE

| zb10r koszykow nie gorszych
od koszyka X czyli Q(X)
Xy

-




Koszyk nazywamy optymalnym w zbiorze M, jesli jest on
nie gorszy od kazdego innego koszyka z tego zbioru.

Twierdzenie

Niech (3?) oznacza pole preferencji konsumenta i
niech J # M c 3 .Wowczas:

« Jesli relacja preferencji jest ciagla na przestrzeni
towarow 3, a M jest zbiorem zwartym (domknietym |
ograniczonym), to w zbiorze M istnieje przynajmniej jeden
optymalny koszyk towaréw, a wszystkie koszyki
optymalne tworza zwarty podzbioér zbioru M.

 Jesli relacja preferencji jest ciagla 1 silnie wypukla na
przestrzeni towarow I, a M jest zbiorem zwartym
(domknietym 1 ograniczonym) | wypuklym, to w zbiorze M
Istnieje dokladnie jeden optymalny koszyk towarow.



TEORIA POPYTU KONSUMENTA

Funkcja uzytecznosci



Funkcja uzytecznosci

Zamiast rozpatrywaé relacje preferencji konsumenta,
wygodnie jest postugiwaé sie funkcja opisujaca te relacje
zwang funkcja uzytecznosci.

Funkcj¢e u:3—>R nazywamy funkcja
uzytecznosci konsumenta z polem preferencji (S?) ,

jezeli  /\ Ju(x)<u(y) e x<y]

X,yeJ

N Ju(x)=uly) e x~y]

X,yeJ

Z.achodzi rowniez:



Twierdzenie

Jezeli u: R — R jest funkcja uzytecznos$ci zwiazana z
relacja preferencji ,, < ,, oraz g R—> R jest funkcja
rosnaca, to funkcja ztozona g o u . Rf —> R jest tez funkcja
uzytecznosci zwiazang z ta sama relacja preferencji.

Przyklad

Niech 4 : Rf —> R, u(x)zu(xl,xz)le +Xx, bedzie
funkcja wuzytecznoSci zwiazang 2z relacja preferenci
konsumenta, to funqu uzytecznosSci opisujaca te samaq
relacje jest np.V. R — R, v(x)=v(x1,x5) = (xy +X2)2
Twierdzenie

Jezeli 3 = Rf | relacja preferencji jest ciagla, to istnieje
ciagla funkcja uzytecznosci u : R} — R zgodna z polem
preferencji (J,%) .



Z.akladane wlasnosci funkcji uzytecznosci

> U jest klasy G? czyli ma ciagle pochodne rzedu I1

» dodatnia uzytecznos¢ krancowa kazdego dobra

Uzyteczno$¢ krancowa I-
tego dobra

Ou(x)
OX j

= [im
Axl-—>0 A.xl'

Przyrost uzytecznosci z powodu wzrostu ilosci I-
tego dobra o Ax; przypadajacy na jednostke
przyrostu dobra i-tego w koszyku



Krancowa uzyteczno$¢ I-tego towaru informuje o ile (w
przyblizeniu) zmienli sie uzytecznos¢ koszyka X, jesli ilos$¢
I-tego towaru wzroSnie 0 jednostke, a ilosci pozostalych
towarow nie ulegna zmianie.

Przyklad
Niech  u: Rf >R, u(x)=u(x;,x,)= x12x2

Jesli rozwazymy Kkoszyk skladajacy sie z 3 jednostek
towaru pierwszego I 1 jednostki towaru drugiego, to



» Jezeli pole preferencji ( R J’;’ , 2) jest silnie wypukle, to
hesjan funkcji u

0%u(x)  8%u(x) 0%u(x)
axlz @xl asz - 8x1 8)Cn
82u(x) qu(x) 82u(x)

Hu (X) — 8x28x1 ax% - 8)6'28)(?”

82u(x) qu(x) 62u(x)
| OX,0x;  Ox,0X) - Eix,%

ADTH (X <0

jest ujemnie okreslony czyli: 7



Whniosek (Prawo Gossena):

2
O u(x
A TN
l @xi
Krancowa uzyteczno$¢ I-tego towaru maleje wraz ze

wzrostem ilosci tego towaru w koszyku X, przy zalozeniu,
7e ilosci pozostalych towaréw nie ulegaja zmianie.

» Funkcja uzytecznosci jest rosnaca, czyli

/\ (xSyAx¢y):u(x)<u(y)
x,yeR!
Zjawisko niedosytu



Przyklady funkcji uzytecznosci spelniajacych
powyzsze zalozenia:

\/multlpllkatywng: u(x) = a[] xl{lz
(a>0, O<0Li<l — |:1,..,n) i=1

vlogarytmiczna: -
(O<(},i<1—i:1,“,n) M(X)_ Zal lnx-

v'addytywna: u(x)=Y al.xlf)‘i
(a;>0, O<a;<1 -1=1,..,n) i=1
_ n
/kwadrq'[:)wa. | u(x)=Y a;x; + 0.5x ' Bx
(a;>0 —1=1,..,n; i=1

B — ujemnie okreslona)



Krzywa (obszarem) obojetnosci wzgledem koszyka z (zbidr
wszystkich koszykéow Indyferentnych z koszykiem z)
nazywamy zbior:
K, = {x eR! :u(x)= u(z)}

i jesli przyjmiemy u(z)=c, to

K® = {XERJ'Z :u(x)zc} .
Przyklad

Konsument ma funkcje uzytecznosci M(Xl,xz ) = X1Xp

Krzywa obojetnosci koszyka 2=[3,4] jest

Ka=[34]= {[xl’xz]e RY -u(x),xy) = “(3’4)}:
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Substytucja dobr wzgledem uzytecznosci
Dla ustalonej uzytecznosci u(x)zu(xl,xz,...,xn):c ,
zadajemy pytanie, jak powinna zmieni¢ sie dowolna
zmienna X; gdyby zmianie ulegaly wartosci pozostalych
zmiennych x; (1#]).

Istnieje takie
otoczenie koszyka x substytucja }




@u(x) 4 Zmiany ilosci A
Ox P dwoch dobr przy
A <0 stalej
Ox; Ou(x) uzytecznoSci sg
Ox i réznokierunkowe /

Definicja: Krancowa stopa substytucji I-tego przez j-ty
towar w koszyku X:

Ou(x)
_ Ox |_ O,
SZ-J-(X)— ou(x) _ﬁ—xi >0
ax]'




Kraficowa stopa substytucji S;(X) informuje o ile
jednostek (w przyblizeniu) nalezy zmniejszy¢é w koszyku X
ilos¢ J-tego towaru przy zwiekszeniu ilosci I-tego towaru o
jednostke, aby uzyteczno$¢ koszyka nie ulegta zmianie.

Przyklad

Relacje preferencji konsumenta opisuje funkcja
uzytecznosci: u(xl , xz) = X1X»

Krancowa stopa substytucji 1-tego przez 2-ty towar w
koszyku X=[X{,X,]:

ou(x)
dx OX
512(X11X2):_d_X2: 6u§< =
1

OX,



Natomiast w koszyku [3,4]




Definicja: Elastyczno$¢ substytucji I-tego przez j-ty
towar w koszyku X:

ou(x
. 83(6- )y

0y 0) =58 = ool
j ,Xj

8)(:]'

Elastycznos$¢ substytucji &;(X) informuje o ile procent (w
przyblizeniu) nalezy zmniejszy¢ W koszyku X ilo$¢ J-tego
towaru przy zwiekszeniu ilosci I-tego towaru o jeden
procent, aby uzytecznos$¢ koszyka nie ulegla zmianie.



Zadanie maksymalizacji uzytecznosci

Niech |- doch6d konsumenta
P = [ DPiseees pn] - ceny poszczegolnych dobr
Wowczas wartos¢ kos?yka X = [xl R o ]Wynosi
px" =2 piX;
=1

Zbior wszystkich koszykow na jakie sta¢ konsumenta
dysponujacego dochodem | przy cenach p = [pl,...,pn]
nazywamy zbiorem budzetowym

@(p,])I{XERf px’ SI} —

( )

n
=x,ux, e RY D pix; < I
=1

.




Linig budzetu nazywamy zbior wszystkich tych koszykow,
ktorych kupno wymaga wydania calego dochodu, tj. zbior

( )

n
[x,...x, e RY 1> pix; =1}

. l:1 J

N\

{xeRf Jpx’ :1} =

W przypadku dwoch towarow:

@(p,])z { [xl,xz]e Rf P P1Xyt+ Paxy S [} - zbior
budzetowy

{ [x;,%, | € Rf D P1Xyt+ PaXxy = ]} - Linia budzetu



Koszyki
\  hieosiggalne

Linia budzetu
pixp+ paxy =1




Zbior O) (p,[ ) jest domkniety, ograniczony i wypukly.

Jesli pole preferencji konsumenta jest silnie wypukle, a
funkcja uzyteczno$ci U jest rosnaca | ciagla, to w
zbiorze budzetowym istnieje dokladnie jeden optymalny
koszyk X, spelmiajacy warunek:

XE@({}),X#XO M(X() ) g M(X)

Zatem koszyk X, Jest rozwigzaniem Zzadania
maksymalizacji uzytecznosci konsumenta:

max{u(x) px’ <Iax> O}
X



Jesli funkcja uzytecznos$ci U jest rosngca I ciagla (w polu
preferencji wystepuje zjawisko niedosytu), to aby
zmaksymalizowaé uzytecznos$é koszyka, konsument musi
wyda¢ caly dochaod | czyli optymalny koszyk x, nalezy do
linli budzetu.

Zadanie maksymalizacjl uzytecznosci konsumpcji mozna
poda¢ nastepujaco:

max{u(x):pr :I/\XZO} o
X



Szukanie maksimum warunkowego (funkcja Lagrange’a)

n
L(xp,ex,, A) = u(xy,..x, )+ A 1= px;

A - mnoznik Lagrange’a =1

Jesli pole preferencji konsumenta jest silnie wypukle, a
funkcja uzyteczno$ci U jest rosnaca I ciagla, to koszyk
Xo=[Xo1, Xg2--+» Xon] JESt rozwigzaniem zadania (*) wtedy |
tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba A,>0, ze dla A, oraz
Xo=[Xo1; Xgor-es Xon] Spelmiony Jest nastepujacy uklad

rownan;
A aL(’Cové"’xo'f’’}LO):o
i=1,...n Xj
< N
. pixo; =1

\_ i=1



lub

/\ (%t(x()l,.. ,Xon): /Iopl-
< i=l,...,n 5xl~
n
5 Zpiin =1

Krancowa uzytecznos¢ dochodu

oulx
( 0)210
ol

Krancowa uzyteczno$¢ dochodu informuje, o ile w
przyblizeniu zmieni sie uzytecznos¢ (maksymalna)
koszyka optymalnego, jesli dochod konsumenta wzrosnie
0 1 jednostke pieni¢zng.




Krancowa stopa substytucji i-tego przez j-ty towar w
koszyku optymalnym

8u(x0)
_ 0y Api D
Slj (XO)_ @M(XO) _ﬂopj — pj
@Xj

Krancowa stopa substytucji dwoch dowolnych towarow
w optymalnym koszyku jest réwna stosunkowi cen tych
towarow.



W przypadku dwoch towarow:

max{ u(x;,Xy): p1x;+ prxo =1 Ax; 20 A xy 20}
X1,X2

Rozwigzujemy uklad rownan

" ou(xg, x2)
aX]_

< 8U(X1,X2):/,t 0, lub

5X2

L PaXxgF poxp =

=4 P




XZA




Koszyk optymalny charakteryzuje sie tym, ze w punkcie
Xo=[Xo1, Xgo] Nachylenie linii  budzetu jest réwne
nachyleniu krzywej obojetnosci.

X0




TEORIA POPYTU KONSUMENTA

Funkcejo popytw
kornsuwmento



Funkcja popytu konsumenta nazywamy odwzorowanie,
ktére wektorowi cen p = [py,... P, />0 i dochodowi 1>0
przyporzadkowuje rozwiazanie zadania maksymalizacji
uzyteczno$ci konsumpcji (koszyk optymalny).

Funkcja popytu konsumenta jest funkcja wektorowa
Q. RZH — R | gdzie Xg= o(p.7)

xo1 | [e(pr o pp 1)
x| | 02(prp2se Pp )

0, (p1. P2 Pp ).






Przykiad
Znajdz funkcje popytu konsumenta Kkierujacego sie
funkcja uzytecznosci: 1 1

M(XI,X2) 1 + X2

Rozwigzujemy zadanie:

1 1
max{u(xl,xz)z XE+x5:piXxp+poxy =T Ax20Axy 2 O}
X1,X2

-
Tworzymy uklad réwnan: Ou (X, X, ) % p
0%y '

{ au(xl,xz)zk )

OX5 :

P1Xp + PoXp = |

\_



Otrzymujemy:




Zatem

Ip /
o1(p1pyl)= 57 02 (p1,p2. 1) = -
P1 T P1P2 Py t P1P?
¢ = i Q: Ri —>Rf
P2 ]

oraz 5 _| Pt P ’
L 4lpp,



Popytem krancowym na I-ty towar wzgledem ceny j-tego
towaru nazywamy pochodng:

5401'(1’,1) .

=[im
apj Ap ;—0 Ap

Popyt krancowy na I-ty towar wzgledem ceny j-tego
towaru informuje, o ile jednostek w przyblizeniu zmieni sie
popyt na I-ty towar, jesli cena j-tego towaru wzrosnie O
jednostke pieniezna, a pozostale ceny | dochéd konsumenta
nie ulegng zmianie.



Op(p.I) Opi(p.1)
op) op)
0 1) O yi
5(P(P, 1): (02(13 ) ¢g(l3 )
ap P1 P>
0p,(p.1) 0¢,(p.])
Oy Op»
Gdy n=2
Op1(py.py. 1)
00(p1, py. 1) _ Opy
op
i op,

00,(p1.py.I) 0p,(p1pa.l)

Op(p.1)

Py,

0¢,(p.1)

Py

0¢,(p.1)

)78

0 (pi,py. 1)

op,

op;




Elastycznoscia popytu na I-ty towar wzgledem ceny j-tego
towaru (elastycznoscia cenowg) nazywamy :

opi(p,1)  P;
gi(p,1)="" L=
! apj (P|(p I)
oi(py.-... p,+Ap,,---(,pn,l)—cp.§p1 ----- Diyes Pi 1)
T @i\ P1s--- Pn. |
_Ag)ljrio 1Apj
Pj

Elastycznos¢ popytu na I-ty towar wzgledem ceny j-tego
towaru informuje, o ile procent w przyblizeniu zmieni sie
popyt na I-ty towar, jesli cena j-tego towaru wzrosnie O
jeden procent, a pozostale ceny I dochéd konsumenta nie
ulegna zmianie.

JesSli 1 = |, to méwimy 0 tzw. proste] elastycznosci cenowe)
popytu (prostym popycie krancowym), a dla 1 #] o krzyzowej
elastycznoS$ci cenowej popytu (krzyzowym popycie krancowym)



Gdy n=2

e°(p1, Py 1) =

5101(171,]72’]) 5102(171,]72’1)

_551(191,]92’1) 552(191,192’1)_




Towar nazywamy normalnym, jesli popyt na ten towar
maleje wraz ze wzrostem jego ceny (gl-cl- <0).

Towar nazywamy towarem Giffena, jesli popyt na ten
towar ro$nie wraz ze wzrostem jego ceny (&;; > 0).

Towar I-ty nazywamy substytucyjnym wzgledem towaru j-
tego, jesli wzrost ceny towaru J-tego powoduje wzrost
popytu na towar i-ty (g;; >0 i # j).

Towar I-ty nazywamy komplementarnym wzgledem
towaru j-tego, jesli wzrost ceny towaru j-tego powoduje
spadek popytu na towar i-ty (&;; <0 i # j).



Popytem krancowym na I-ty towar wzgledem dochodu
konsumenta nazywamy pochodna:

00i(p.1)_ . @i(Pros Py d + A= 9(py,-.. Py 1)
ol Al —0 Al

Popyt krancowy na I-ty towar wzgledem dochodu
konsumenta informuje, o ile jednostek w przyblizeniu
Zmieni sie popyt na I-ty towar, jesli dochéd wzrosnie 0
jednostke pieniezna, a ceny towarow nie ulegna zmianie.

op(p.1) _[0¢1(p.1) 0p2(p.1)  0pu(p.1)

ol ol ol N ol




Elastyczno$cia popytu na I-ty towar wzgledem dochodu
konsumenta (elastycznos$cia dochodowa) nazywamy:

gid(p,l):(?(”i(p’l). |

Ol o (p.1)
APy P L+ A= (Py,ey Py, 1)
— AIIiLnO gpi(pl’A'I! pn1 I)

Elastyczno$¢ popytu na I-ty towar wzgledem dochodu
Informuje, o ile procent w przyblizeniu zmieni sie popyt na
I-ty towar, jesli dochéd konsumenta wzrosnie 0 jeden
procent, a ceny towarow nie ulegna zmianie.



Towarem wyzszego rzedu nazywamy towar, na Kktory
kona;ument zwieksza popyt, gdy wzrasta jego dochéd
(& >0)

Towarem mnizszego rzedu nazywamy towar, na Kktory
konsument zmniejsza popyt, gdy wzrasta jego dochéd
(gi <0 )

) O I




Przyklad c.d.

Ip Ip
o(p1, 0y 1) = 52 o2 (p1. 0y 1) =
P1 T P1DP> Py T P1P>

Charakterystyki funkcji popytu z poprzedniego przykladu
sq nastepujace:

Macierz cenowych popytow krancowych:

- 1pp(2p+ py) |
2 2
0p(py, Py, 1) (pf+p1pz) (P1+p2)

op | 1Ipy(2p, + py)
(py+ Py (p§+p1p2)2_




Macierz cenowych elastycznosci:

_2p+py D
P+ D P11+ D
e(p,p,,1)=
(p1 P2 ) P> 2py+
. D1+ D) P11t Py

Wektor popytow krancowych wzgledem dochodu:

Wektor dochodowych elastycznosci:



Wzrost dochodu konsumenta powoduje wzrost popytu na
przynajmniej jeden towar, tzn.

o :(p,I
AN 22l
p. J




TEORIA POPYTU KONSUMENTA

Rownanie Stuckiego -
substytueyjne v dochodowe
efekty zmiuany cen



Zadanie minimalizacji wydatkéow przy ustalonym
poziomie uzytecznoSci konsumpcji mozna podad
nastepujaco:

min{ znj P X |1 U(X)=U=const A x> O} (1)
1=1

X
Wydatki konsumenta }

W przypadku dwoch towarow:
min{|pyX; + P,X, 1 U(X,,X,)=U=const A X,,X, >0}

X11X2

Wydatki konsumenta }




Jesli funkcja uzytecznosci U jest rosnaca I ciagla, a pole
preferencji konsumenta jest silnie wypukle, to istnieje
dokladnie jedno rozwiazanie optymalne x™ zadania (1).

Funkcja kompensacyjnego popytu nazywamy
odwzorowanie f, ktore wektorowi cen P =[Py, Py]>0 i
kazdemu poziomowl uzyteczno$Sci U przyporzadkowuje
odpowiadajace im rozwiazanie X =T p,u) zadania
minimalizacji wydatkéw.

Zatem funkcja kompensacyjnego popytu kazdej parze
(P, u) przyporzadkowuje najtanszy Koszyk.

X1>x< fl(plipz,-..,pn’u)_
f(p.u)=| %2 fo(PrPo Py 1)

Xn _fn(pl’p21---;pn,U)_




Ilustracja graficzna zadania minimalizacji wydatkow




Przykiad
Znajdujemy funkcje popytu konsumenta kierujacego sie

funkcja uzvtecznosci:
14 ey U(Xq, %, )= X1 Xz

Rozwigzujemy zadanie:
11
masz(xl,xz): X2X3 T PXp+ PoXo =1 AX Z0AX, >0
X1,X2 /
OU(Xy, X, )
0%y
Tworzymy uklad réwnan: OU(X, X, )
P APy
2

L PaXxgF poxp =



|
o
>
N
N
|
N
O
N

Zatem

3 2
¢ = ¢: R, > R;




Szukamy funkeji f(p,U) czyli rozwiazujemy zadanie:
11
miny pyX; + PoX, TU(Xy,X, )= XZX3 = U = CONSt A X;,X, >0
X1,X2
11
Zwarunku X£XZ =U wyznaczamy X, jako funkeje X,

(*)

| wowczas rozwigzujemy zadanie:



Przyréwnujac pochodna funkcji celu do zera mamy:

p,u°
Py X12 =0

i stad ) 11
X, =U P °ps

1

1
a podstawiajac do rownania (*): XZ =U p2p,’

Zatem
f = f:R} >R:

_1

2101 1
fL(PyyPy.U)=U Py 2p3 fo(Py, Py U)=UpZp,’



Substytucyjne | dochodowe efekty zmiany cen

Kiedy cena dobra ulega zmianie, pojawiaja sie dwa
rodzaje efektow:

» zmienia sie stosunek, wedlug ktorego wymieniane jest
jedno dobro na drugie (efekt substytucyjny);

» zmienia sie ogolna sila nabywcza dochodu (efekt
dochodowy).



Rownanie Sluckiego wg Hicksa

Jesli funkcje f(pP, u) oraz @(P, |) sa roézniczkowalne |
u=v(p, I) , to spelnione jest rownanie Stuckiego:

]

A opi(p,1)

(’9pj

-

N

Calkowity
efekt zmiany
ceny

)

:afi(p,u)
op;

_8gpi(p,|)
ol

¢j(p1|)

wg Hicksa

K1
Efekt substytucyjny }Eochodowy}

Efe

Calkowita zmiana popytu z tytulu zmiany ceny przy stalym
dochodzie jest suma efektu substytucyjnego | dochodowego.



Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

Py, Py, 1 - ceny i dochod konsumenta przed zmianami;

/

P, - cenadobra drugiego po zmianach

A — popyt przed zmiang cen
B — popyt po zmianie cen

C — popyt przy dochodzie kompensujacym zmiane cen

Zmiana popytu:
A—B calkowita

A—>C spowodowana zmiang struktury cen (efekt
substytucyjny)

C—B spowodowana zmiang sily nabywczej dochodu
(efekt dochodowy)



Dochod kompensujacy zmiane cen wg Hicksa:
|7 — najmniejszy dochéd, przy ktorym po zmianie cen wybrany
koszyk ma uzytecznosc¢ taka jak koszyk poczatkowy




Calkowita zmiana popytu na I-ty towar (1=1,2):

Ap, =, (p1.p>.1)— @ (p1.py. 1)

Efekt substytucyjny i-tego towaru (i=1,2) wg Hicksa:

Ag =oppy " )- o1 py.d)
Efekt dochodowy na i-ty towar (1=1,2) wg Hicksa:

A = o (pr oo 1) - o\ pr o5 1)

Calkowita zmiana popytu z tytulu zmiany ceny przy stalym
dochodzie jest suma efektu substytucyjnego 1 dochodowego:

Ap; = Aqof + A(Did (tozsamosc¢ Stuckiego)



Rownanie Stuckiego wg Shuckiego
Jesli Inaczej bedzie okreslony popyt kompensujacy zmiane
cen — jako popyt konsumenta przy wektorze cen P,

by dostepny byl ustalony koszyk X, to otrzymujemy
analogiczne réwnanie Stuckiego:

A opi(p, 1) _ o™ (p. %o _ogpi(p, | )¢_(p )
i | op; op; ol I
=
Ikowit
ef(;lit Zonv]vi;z Efekt substytucyjny Efekt
4 wg Sluckiego dochodowy
_ceny

gdzie fiSi (D,Xo) = ¢ (ﬂ% Pi Xm)



Dochod kompensujacy zmiane cen wg Shuckiego:
15/ — najmniejszy dochod pozwalajacy na zakup poczatkowego
koszyka po zmianie cen.




Calkowita zmiana popytu na I-ty towar (1=1,2):

Ap; = oi(py, 5. 1)~ 9P, P2 1)
Efekt substytucyjny i-tego towaru (i=1,2) wg Stuckiego:

A@f = Cﬁi(Pl,P’z’]SZ)— (01'(171’}?2’1)

Efekt dochodowy na i-ty towar (1=1,2) wg Stuckiego:
Agf = o(p s D) - prps 1)

Calkowita zmiana popytu z tytulu zmiany ceny przy stalym
dochodzie jest suma efektu substytucyjnego 1 dochodowego:

Ap; = A(Df + A(D,-d (tozsamos¢ Stuckiego)



